LUCRAREA 7

PROGRAMAREA NELINIARA CU RESTRICTII

7.1. Aspecte generale privind programarea neliniara cu restrictii

Marea majoritate a problemelor practice contin limitdri privind domeniul admis
pentru vectorul variabilelor de optimizare X = [x1, X, ..., X,,] $i prin aceasta, solutia optima
trebuie sa fie aleasa in mod obligatoriu din domeniul respectiv.

Deci, in general, problema care trebuie rezolvatd se referd la determinarea valorii
variabilelor care asigurd extremul unei functii obiectiv:

FO: minF(X)=minF(x, x,, ...,X,) (7.1)

in prezenta restrictiilor,

RE: g,(x,x,, ..., x

=<0, i=1....,m
ijO, j=1...,n (7.2)

Conditiile care trebuie sd fie satisfacute pentru un optim cu restrictii, local sau
global au fost stabilite de Kuhn si Tucker plecand de la modelele clasice ale
multiplicatorilor lui Lagrange.

Dacd F(X) si g«(X) au derivate partiale de ordinul intdi, in raport cu x;,j = 1, ...,
considerand in relatia (7.2) doar restrictile de egalitate, functia Lagrange asociatd

problemei (7.1) - (7.2) are urmatoarea forma:

Hx )= F()+ Y hig,(X) (7.3)

unde 4,,i =1, ...,m, sunt multiplicatorii Lagrange.
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Un punct extrem al functiei @(X, 4), care poate fi punctul de minim, se poate obtine

prin anularea derivatelor de ordinul 1, adica:

OOX, L) _OFX) §; 08 o oy (7.4)
axj ij i=1 J
LA g (0)=0, izl 7

1

Relatia (7.4) indica faptul ca in punctul de minim gradientul functiei obiectiv este
o combinatic liniard a gradientutilor restrictilor. Relatile (7.4) si (7.5) reprezinta
conditile necesare dar nu si suficiente pentru minim. Suficienta este asiguratd numai daca
functia obiectiv F(X) este convexd, iar restrictile sunt liniare. In concluzie, minimul
functiei F(X), In prezenta restrictilor de egalitate g,(X) = 0, este obfinut pentru acele
valori ale lui X care minimizeaza fara restrictii functia auxiliara ®(X, A).

Pentru folosirea acestei metode se aleg nitial valori pentru 4;,, i = 1, ..., m, si cu
acestea se rezolva sistemul (7.4) de n ecuatii cu n necunoscute, x;, j = 1, ...,n. Solutiile
gasite si care depind de valorile lui ; sunt introduse in cele m restrictii. Daca acestea nu
sunt satisfacute, se aleg alte valori pentru 4,, i = 1, ..., m, pand cand cele (n+m) ecuatii vor
fi satisfacute de valorile alese.

Conceptul multiplicatorilor lui Lagrange a fost extins si la cazul restrictilor de

inegalitate. Astfel, conditile Kuhn-Tucker obtinute in aceasta situatie sunt:

%T(Mi&%(j():o, j=l...n (7.6)
g(X)<0, i=1,..,m (7.7)
Lg(X)=0, i=1,.,m (7.8)
220, i=1,..,m (7.9)

Trebuie facutd mentiunea ca, in situatia in care F(X) si g;(X) sunt convexe, relatiile
(7.6)-(7.9) ne conduc la minimul global.
Semnul multiplicatorilor A;, i = 1, ..., m, se schimba in functie de natura optimului

cautat si de semnul restrictiilor.
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Conditiile Kuhn-Tucker ne indica faptul ca pentru o restrictie care nu este activa,

de exemplu,

n
2.4,,%,=b,,
j=1

multiplicatorul 4; = 0.

7.2. Rezolvarea problemelor de programare neliniara cu restrictii

cu functii MatLab

In general, o problema de determinare a minimului unei functii neliniare in

prezenta unor restrictii de egalitate sau inegalitate poate avea urmatoarea forma:

mXin F(X) (7.3)

in prezenta restrictiilor:
g(X)=4-X<b
hWX)=A4, -X=b, (7.4)
X SX<X,
unde:
X, b, beg, Xnins Xinax — VECtOIi;
2(X) si h(X) — functii ce returneaza vectori;
4, A., — matrice;

F(X) — functie ce returneaza un scalar.

Sintaxele pnetru apelarea functiei Matlab sunt urmétoarele:

X = fmincon(@fun, X0, A4, b) (a)
X = fmincon(@fun,X0,4, b, A.q, beg) (b)
X = fmincon(@fun, X0,A4, b, Aeg, begy Xnins Xinax) ()
X = fmincon(@fun, X0, A, b, Aegy bogy Xnins Xnaz» @restrictii) (d)
X = fmincon(@fun, X0,A4, b, Aeg, beg, Xnin, Xnax@restrictii, options) (e)
[X, val functie, convergenta, informatii] = fmincon(...) )

unde:
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®

procesul are ca punct de plecare punctul X0 si giseste minimul functiei
descrisd in fisierul fun, in prezenta restrictillor de inegalitate 4 - X < b. X0
poate fiun vector, un scalar sau o matrice;

minimizeaza functia descrisd in figsierul fun in prezenta restrictilor de egalitate
si inegalitate 4., - X = b.5, A - X < b. Daca restrictille de inegalitate nu exista
atunci A=[ ] si b= ];

defineste o mulfime de limite/granite inferioare si superioare, corespunzatoare
variabilelor de optimizat X, astfel incit solutia se gaseste intotdeauna in
mtervalul [X,,;,, X,..c]. Daca restrictile de egalitate nu exista atunci 4.,=[ ] s1
be=[1;

minimizeaza functia descrisd in fisierul fun, in prezenta restrictilor de
egalitate /(X) sau inegalitate g(X), descrise in fisierul restrictii. Daca X,
respectiv X,,,, nu exista atunci: X,,;, = [ | sVsau X,... =[ ]

minimizeazd functia descrisa in fisierul fun, iIn prezenta restrictilor de
egalitate /1(X) sau inegalitate g(X), descrise in fisierul restrictii, cu parametrii
de optimizare precizati in structura options;

X — solutia problemes;

val _functie — returneaza valorile functiilor obiectiv corespunzitoare solufiei
gasite;

convergenta — furnizeaza informatii cu privire la convergenta procesului. Daca
convergenta = 1, functia converge la solutia X, daca convergenta = 0, numarul
maxim de evaludri a functiei sau numarul maxim de iteratii a fost depasit, iar
dacd convergenta = -1 procesul de optimizare este divergent;

informatii — oferd informatii despre procesul de optimizare (numarul de

iteratii, numarul de evaludri ale functiei, algoritmul folosit).

Parametrii de intrare i iegire sunt urmatorii:

fun — fisier functie ce contine expresiile functiilor obiectiv. Acest fisier are ca

variabilda de intrare X, iar ca variabild de iesire un scalar F, a carui valoare

reprezintd functia obiectiv evaluatd in punctul X. Fisierul fun poate fi apelat astfel:

function F = fun(X)
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restrictii — figier functie, in care se introduc atat restrictiile neliniare de inegalitate,
cat si cele de egalitate g(X) < 0, ~#(X) = 0. Fisierul are ca variabild de intrare un
vector X, iar ca variabile de iesire, doi vectori g si 4. Fisierul poate fiapelat astfel:

function [g, /] = restrictii(X).

7.3. Exemplu numeric

Sa se determine valoarea minimd pentru urmitoarea problema:

FO: min(B)=0,24P, +0,0008P° + 0,167, + 0,001 + 0,18P, + 0,001P?

P +P, +P, =625
50-PA <0;P -195<0;
RE: 70-P,<0;P, -300<0;
60—-P, <0; P, -250<0;
P,P,,P>0

Se transformd problema de programare neliniard cu restrictii intr-o problema

de programare neliniard fard restrictii, construind functia Lagrange:

® = 0,24 R, +0,0008 P> + 0,16 P, + 0,001 P’ + 0,18 B, + 0,001 P} +
+al625 — (B + P + B+ 4 (B -195)

si se foloseste metoda gradientului cu pas constant.

Se alege un punct initial de plecare: P1 = 190; P> =250; P3 = 185, iar pentru
multiplicatorii Lagrange valorile: A = 0,6 si A1 = 0,049. Deasemeni, se alege pasul
de deplasare: 500.

Iteratia 1

g% =0,24+0,0016-190-0,6+0,049=-0,007

1

22 = 0,16+0,002-250—0,6 = 0,060

2

oo =0,18+0,002-185-0,6 =-0,05
OP,

3
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P® =190-500-(-0,007)=193,5
P =250-500-(0,06)=220,0
P =185-500-(~0,05)=210,0

Se verifica restrictiile si se observa ca acestea nu sunt satisfacute.

Iteratia 2

22 =0,24+0,0016-193,5-0,6 +0,049=-0,002

1

SE =0,16+0,002-220-0,6 =0

2

8;q):O,18+0,002-210—0,6:0

3

P® =193,5-500 - (- 0,002)=194,5
P =220 - 500 - 0=220,0
P =210 -500 -0=210,0

Se verificad restrictiile si se observa ca acestea nu sunt satisfacute.

Iteratia 3

2;;) =0,24+0,0016-194,5-0,6 +0,049=-0,001

1

o =0,16+0,002-220-0,6 =0

2

2220,18+0,002-210—0,6:0

g
B =194,5-500 - (- 0,002)=195

P =220 -500 -0 =220,0

P =210-500-0=210,0

Se verificd restrictile si se observda cd in aceastd iteratie acestea sunt

satisfacute.
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7.4. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrdrii.

2. Se va studia functia Matlab prezentata in paragraful 7.2.

3. Pentru exemplul numeric prezentat in paragraful 7.3 se va folosi functia Matlab
fmincon pentru modelul matematic de optimizare initial ce contine restrictii.

4. Pentru exemplul numeric prezentat in paragraful 7.3 se va folosi functia Matlab
fminunc pentru modelul matematic de optimizare fara restrictii.

5. Se vor compara rezultatele obtinute la punctele 3 si 4 cu cele obtinute folosind

metoda gradientului cu pas constat folositd in paragraful 7.4.



